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Partie A

f(x) =2 —1In(1 +z).
1. Justifier que la fonction f est définie sur l'intervalle | — 1 ; +o0|.

Correction :

Sur ] —1; 4oo[, x4+ 1> 0 et donc z — In(1 + x) est bien définie ainsi que la fonction f.

2. On admet que la fonction f est dérivable sur | — 1 ; 4o00].

Déterminer 'expression de sa fonction dérivée f’.

Correction :

On a pour z > —1 :

, 1
fa) =111
&
1+
3. (a) En déduire le sens de variation de la fonction f sur Uintervalle ] —1 ; 4o0].

Correction :

Sur | — 1;400[, x + 1 > 0, donc f’(x) est du signe de x. On déduit alors le tableau de
variations de f (sans limites).

x —1 0 +00
f'(z) - 0 +
Variations de
f
0
(b) En déduire le signe de la fonction f sur 'intervalle | —1 ; 0.
Correction :

D’apres le tableau de variation, 0 est le minimum de f atteint en 0. On déduit alors

f(x) > 0.



4. (a) Montrer que, pour tout x appartenant a l'intervalle | — 1 ; +o0[, on a :

f(x):ln( o )

1+=x

Correction :

f(z) =2 —1In(1+ x).
=1In(e”) — In(1 + x).

eJZ
=ln< )
1+=x

(b) En déduire la limite en +o0 de la fonction f.

Correction :
e” e’ e” 1
On a ] = = — X T
On a lim - = 1, et par croissance comparée, lim — = +o0.
z—+oo ] 4+ = T—t+oo I
X ew
Alors par produit lim = 400

z—4o0 1 +
De plus Xlim In X = 400,

—+00
T

€
li = .
) ona limf(z) = +oo

Alors par composée (avec X =

Partie B

On considere la suite (u,,) définie par uy = 10 et, pour tout entier naturel n,
Up 1 = Uy — In (1 + un) .
On admet que la suite (u,,) est bien définie.

1. Donner la valeur arrondie au millieme de u;.

Correction :

On a u; = f(10) =10 — In(11) ~ 7,602.

2. En utilisant la question 3. a. de la partie A, démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel
n,on a u, = 0.

Correction :

On montre par récurrence que pour tout n € N : u,, > 0.

Initialisation : On a bien pour n = 0, uy = 10 > 0.

Hérédité : pour k € N, supposons u;, > 0 et montrons u;; > 0.

On a uy, > 0, et d’apres la question 3. a. on a f(u) > 0 et donc uy,, > 0.
L’hérédité est donc démontrée.

Conclusion : pour tout n € N : u, >0

3. Démontrer que la suite (u,,) est décroissante.



Correction :

Pour tout n € N, on a u,, ; —u, = —In(u, +1).
Et de plus
u,, >0
donc w,+1>1
donc  In(u, +1)>0 (On applique In qui est croissante)

donc  —In(u, +1) <0

Ainsi u,, ., —u,, <0 et donc la suite (u,,) est décroissante.

4. Déduire des questions précédentes que la suite (u,,) converge.

Correction :

La suite (u,,) est décroissante et minorée par 0 donc elle converge vers ¢ > 0.

5. Déterminer la limite de la suite (u,,).

Correction :
On a

® Upi1 = f(un)
o (u,) vers ¢ > 0.

e fest continue sur | — 1; 400l

Alors par théoréme du point fixe f(¢) = /.
Donc In(1 + ¢) = 0 et par application de la fonction exp, il vient 1 + ¢ = 1 et ainsi £ = 0.

@ On consideére la fonction f définie sur |0 ; +oo[ par :
f(z) =3z +1—2zIn(x)

On admet que la fonction f est deux fois dérivable sur |0 ; +ool.
On note f’ sa dérivée et f” sa dérivée seconde.
On note ¢ sa courbe représentative dans un repere du plan.

1. Déterminer la limite de la fonction fen 0 et en +oo.

Correction :
En 0 : Par théoreme de coirssance comparée : lir% xlnz =0,
T
alors par somme lir% flz)=1.
T—
En +00:Ona f(z) =2(3—2lnx) + 1.
lim x = +4o00; et par somme : lim 3 —2Ilnx = —o0.

T—+00 Tr—-+00

On déduit donc par produit et somme que lir+n f(z) = —c0.
r—+00

2. (a) Démontrer que pour tout réel = strictement positif : f'(z) =1 — 21In(z).



Correction :

On a pour z >0 :
1
ff(x)=34+0—2xIn(z)—2x x —=3—2In(zr) —2=1—2In(z)
x

(b) Etudier le signe de f” et dresser le tableau de variation de la fonction f sur I'intervalle |0 ; +ool.
On fera figurer dans ce tableau les limites ainsi que la valeur exacte de I'extremum.

Correction :

f'(z) >0
<—1—2In(z) >0
1
= lIn(z) < 3
“sx < e Car In est strictement croissante

On déduit alors le tableau de variations :

x 0 Ve +00

f(z) + 0 -
2y/e+1

Variations de
f / \

1 —00

Et on a f(v/e) =3ye+1—2eln(y/e) =2ye+1

(a) Démontrer que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution sur |0 ; 4+o00[. On notera « cette
solution.

Correction :

Sur ]0; v/€], le minimum de f est 1 donc f n’admet pas de racine.
Sur [y/e; 00| :
e f strictement décroissante.

e f continue (car dérivable)

o fle2)=2/e+1>0, lim = —oo et 0 €]—o0;2y/c+1].

T—+00
donc par corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires f(z) = 0 admet une unique
racine a € [y/e;+oo[ et donc sur ]0; +o0] .

(b) En déduire le signe de la fonction fsur |0 ; +o0ol.

Correction :

On déduit du tableau de variations le tableau de signes suivant :



f(z) + 0 -

(c) Justifier que «v € [4;6].

Correction :

D’apres la calculatrice f(4) > 0 et f(6) < 0. De plus f est continue, donc par théoreme
des valeurs intermédiaires f s’annule sur [4;6]. o étant unique, on a « € [4;6].

(d) On considere I'algorithme suivant ou linstruction from lycee import * permet de disposer
de la fonction In.

Il s’agit d'un algorithme de dichotomie pour déterminer un encadrement de o d’amplitude 1077.

1 [from lycee import *
2 |def f(x)
return 3*x+1-2*x*1n(x)

3

4

5 def dichotomie(p)
6 a=4

7 b=6

8 while ....

9 if f(a)*f((a+b)/2) < 0 :
10 b = (atb)/2
11 else :

12 a=(a+b)/2

13 return (a,b)

i. Compléter la ligne 8 qui est manquante.

Correction :

Ligne 8 : while b-a > 10%*x(-p)

ii. On lance l'instruction dichotomie(1). Combien de tours de boucles while fait alors le
script 7
Correction :

Au départ, l'intervalle est de longueur 2.A chaque tour de boucle la longueur de
I'intervalle est divisé par 2. L’intervalle de départ est de longueur 2, alors au bout

de n tours de boucles, la longueur de l'intervalle est de on" On cherche n pour que

on < 0,1, et de téte on calcule que n = 5. (on peut aussi résoudre I'inéquation.)

iii. Quelles sont alors les valeurs renvoyées renvoyées par le script ? (arrondies a 1073).

Correction :

Les valeurs renvoyées sont a = 4,9375 et b = 5.



4. On considére une primitive quelconque de la fonction f sur 'intervalle |0 ; +oo[. On la note F.

[.
Peut-on affirmer que la fonction F est strictement décroissante sur 'intervalle [e% ; +00 [ ? Justifier.

Correction :

F primitive de f, donc F’ = f et d’apres le tableau de signe de f, f change de signe sur
1 ; : .
[ez ; 400 [, donc F” change de signe et donc F' change de variations.

On ne peut pas affirmer que F' décroissante sur {e% ; +00 [

5. (a) Etudier la convexité de la fonction fsur |0 ; +ocl.

Correction :

2
On a pour z >0: f"(z) = ——.

Donc sur |0; +o0], f”(z) < 0 et donc f est concave.

(b) Déterminer une équation de la tangente 7'a la courbe € au point d’abscisse 1.

Correction :

Par proprié¢té ona : T : y = f'(1)(x — 1) + f(1).

Bt /(1) = 1; f(1) =4
AlorsT:y=x—1+4donc T :y=2x+3.

(¢) Déduire des questions 5. a et 5 .b que pour tout réel z strictement positif :

1
1 >1——.
n(z)>1--

Correction :

La fonction étant concave, elle est au-dessous de ces tangentes. On a donc en particulier
pour x > 0 :

flz) <z +3
donc 3r+1—2zIn(z) <x+3
donc 2z — 2 < 2z In(x)

1
donc 1—— <lIn(x) (En divisant par 2z > 0)
T

Ainsi, on a bien I'inégalité demandée.

Pour chacune des affirmations suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse. Chaque réponse doit
étre justifiée. Une réponse non justifiée ne rapporte aucun point :

1. Soit la fonction f définie sur R par f(z) = In(z? + 2x + 2).
Affirmation : La fonction f est convexe sur [—3;1].



Correction :

2r 2

0) () = ——=—— et

na fi(z) 242w+ 2

, 2(x% + 2z + 2) — (27 + 2)? —27?% — 4z —2z(z + 2)

fia) = 2 2 = 2 27 (2 2
(22 + 2z + 2) (22 + 2z + 2) (2 + 2z + 2)

On a:

x —0 0 2 +o0
—2z(z + 2) - 0 + 0 -

On a f”(x) > 0 sur [0;2] donc f est convexe sur [0;2] (et concave ailleurs) . I’affirmation est
vraie

1—e* 2

2. Affirmation : Pour tout réel z : 1 — = )
1+e” 1+e®

Correction :
Pour tout réel x :
1—e® 14e"—1+6" 2% 2
1+er 14e* 146 l4e=
ou la derniere égalité s’obtient en multipliant numérateur et dénominateur par e *. I’affirma-

tion est vraie

3. On considere la fonction f définie sur R par f(z) = z%e™®

orthonormé.

et on note € sa courbe dans un repere

Affirmation : L’axe des abscisses est tangent a la courbe € en un seul point.

Correction :

On a f/(z) = 2ze ™ — z%2e % = 26 %(2 — x)

f'(x) =0 pour x = 0 et x = 2 donc nous avons deux tangentes horizontales.
En 0: f(0) = 0, donc l'axe (Ox) est tangent a C

En 2 : f(2) = 4e 2 # 0 donc 'axe (Ox) n’est pas tangent a C.

Finalement I'axe (Oz) est tangent a € uniquement en x = 0.

I’affirmation est vraie

4. On considere la fonction h définie sur R par h(z) = e* (1 — 2?)

Affirmation : Dans le plan muni d’un repere orthonormé, la courbe représentative de la fonction
h n’admet pas de point d’inflexion.

Correction :

On a f'(z) = e*(1 — 2?) — 2ze® = e*(1 — 22 — 2?)

et f7(z) =e*(1 — 2z — 22) + e®(—2 — 2z) = e®(—1 — 42 — %) = —e%(22 + 4z + 1).

Le discriminant de x? 4 42 + 1 est positif, donc x? 4 42 + 1 change de signe deux fois. Donc
f” change de signe deux fois et donc on a deux points d’inflexion.

P’affirmation est fausse



