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DS N2 . Ty 1l

@ (8 points)

On consideére la suite (u,,) définie par uy, = 3 et, pour tout entier naturel n, par :

Uy = DU, —4n — 3.

1. (a) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, on a :

u, =>n-+ 1.

Correction :

Initialisation : uy =3 et 04+ 1 = 1.
3 > 1. La proposition est donc vraie au rang n = 0.
Hérédité : On suppose la proposition vraie au rang £ € N, u;, > k+ 1
(hypothese de récurrence). On va vérifier qu’alors elle est vraie au rang suivant.
Ona:u,>k+1

=

donc 5uy, > 5(k+ 1) (x5 avec 5 > 0)

donc 5uy, — 4k — 3 > 5k + 5 — 4k — 3 (par somme)
etdoncu,; >2k+2=(k+1)+1

Ainsi, la proposition est donc héréditaire.

Conclusion : la proposition est initialisée et est héréditaire, donc, d’apres le
principe de récurrence, elle est vraie

(b) En déduire la limite de la suite (u,,).

Correction :

On a u,, > n+1 pour tout entier n et lim (n+1) = 4+o00. Donc par théoreme
n—+00

de comparaison, on a :

lim w, =+o00
n—-+oo

2. On considere la suite (v,,) définie pour tout entier naturel n par :

v, =u, —n—1.

(a) Démontrer que la suite (v,,) est géométrique.



Correction :

Pour n € N,

Un+1 :un+1_(n+1>_1
=5u, —4n—-3—-n—-1-1
=5(u, —n—1)

= Hv,,

La suite (v,,) est donc une suite géométrique de raison ¢ = 5 et de premier
terme vy = ug —0—1=2.

(b) En déduire, pour tout entier naturel n, 'expression de v,, en fonction de n.

Correction :

Puisque (v,,) est une suite géométrique de raison 5 et de premier terme v, = 2,
on a par propriéteé :

(c) En déduire que pour tout entier naturel n :

u, =2 X 5" +n+1.

Correction :

Pour n € N, v,, = u,, —n — 1, donc u,, =v,, + n + 1, et donc :

U, =2X5"+n+1

3. On considere la fonction ci-contre, écrite de maniere incom- . def suite:
plete en langage Python et destinée a renvoyer le plus petit ) u=3
entier naturel n tel que u,, > 107. 3 )
(a) Recopier le programme et compléter les deux instruc- 4 while ....
tions manquantes. 5 us....
(b) Quelle est la valeur renvoyée par cette fonction ? i re tl:Ill:Iil(-:j)

Correction :

ligne 4 : while u<10%*7 :
ligne 5 : u=5*u-4*n-3
A Taide de la calculatrice, la valeur renvoyée par le prgramme est 777

@ (6 points)

1. On considere la fonction f définie sur I'intervalle [0 ; 400 par

flz)=vx+1.



On admet que cette fonction est dérivable sur ce méme intervalle.
Démontrer que la fonction f est croissante sur U'intervalle [0 ; +ool.

Correction :

1
0r+1

Donc par quotient, f’(x) > 0 et donc f est strictement croissante.

f est dérivable sur [0 ; 400 et on a pour z > 0, f'(x) =

2. On considere la suite (u,,) définie par uy = 5 et pour tout entier naturel n, par
U1 = f(u,). On admet que la suite de terme général u,, est bien définie pour tout
entier naturel n.

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, on a

1 < Upt1 < Up, -

Correction :

On montre par récurrence que pour tout n € N : 1 <wu, 4 <u,
Initialisation : uy =5, u; = V6 et donc on a bien pour n =0 :1 < u; < uy.
Hérédité : pour k € N, supposons 1 < uy,q < uy,

On a:
L Supy Sy
Donc f(1) < flupeq) < fluy) (car f est croissante pour z > 0)
Donc V2 < Upro < Upyq

Et v2>1donconal < Upro < Upyq < 0 quiest la propriété au rang k£ + 1. et
I’hérédité est démontrée.
Conclusion : pour tout n € N : 1 < u,; <u,.

3. En déduire que la suite (u,,) converge. On note ¢ sa limite.

Correction :

D’apres ce qui précéde, la suite (u,,) est décroissante et minorée par 1, donc par
théoreme, elle converge vers ¢ > 1

4. Montrer que u2,; —u, —1 = 0 puis en déduire que /> — ¢ —1=0.

Correction :

Par définition de la suite (u,, ), onau,,; = \/u,, + 1, donc en appliquant la fonction
carrée, on obtient u2 ., = u, + 1 et finalement, on a bien u2, ; —u, —1=0.
D’apres les regles d’opérations sur les limites, on a par produit et somme :

hrf u? , —u,—1=0*—¢—1etdonconal?*—{—1=0.
n—-+0o0

5. En déduire la valeur de /.



Correction :

Cette derniere équation est une équation de degré 2. On a le discrimant qui vaut

—/5 1++/5
2

< 0 (donc refusée car £ > 1) et £ = 5

A = 5 et on deux solutions : ¥ =

qui est donc la limite de (u,, ).

@ (5 points)

Soient deux suites (u,,) et (v,,) définies par uy = 1 et vy = 2 et pour tout entier naturel n,

u, + 2v,, u,, +4v,,
Upgr = =5 O Uy =m0
1. (a) Calculer uy;vy.
Correction :
1+4 5 1+8 9
0 =——=_.ety,=— =~
na u, 3 3 €0 1 E =

(b) Pour tout entier naturel n on pose w,, = v,, —u,,. Montrer que (w,,) est géométrique

de raison —.

15
Correction :

Pour tout n € N :

Wpy1 = Ung1 = Upqa
_ up+4v,  u, + 20,

= ,U’fl+1 - 5 3
_ 3u, + 12v,, — du,, — 10v,,
B 15
20, —2u,
15

2
= —w

15"

En conséquence (w,,) est géométrique de raison 15 2vee Wy = vy — U = 1.

(¢) En déduire la forme explicite de (w,,) puis sa limite.

Correction :

Par propriété, on a alors pour tout n € N :

n 2 "
2

2 n
Et —1 < — < 1 donc par propriété : lim (—) =0, donc lim w, =0.
15 n—-+oo 15 n—4oo



(d) On admet que (u,,) et (v,,) convergent. Montrer qu’alors elles ont la méme limite.

Correction :

Soit ¢ la limite de (u,,) et ¢’ la limite de (v,,).
Pour tout entier naturel n on a w,, = v,, — u,,.

Et lim w, =0, lim v, =¥, lim w, = ¢, donc par opérations sur les
n—-+0oo n—-+0oo n—-+o0o
limites (somme), on a :

V—0=0
Et donc ¢ = ¢’

2. Hors baréme (a garder pour la fin).. Le but est de montrer que (u,) et (v,)
convergent.
(a) Démontrer que la suite (u,,) est croissante et que la suite (v,,) est décroissante.

Correction :

Pour tout n € N :

Un+1—u = —u,

Donc (u,,) est croissante.
De méme, pour tout n € N :

Upt1 = Up = 5 —Up

Donc (v,,) est décroissante.

(b) Déduire des résultats des questions précédentes que (u,,) est majorée et (v,,) minorée.

Correction :

On sait que pour tout n € N : w,, > 0 et donc v,, > u,,.

D’autre part, (u,,) est croissante donc wu,, > u, et (v,,) est décroissante donc
v, < Vg

Alors on a pour tout n € N : v,, > u,, > uy donc (v,,) minorée par uy.

Et vy > v,, > u,, donc (u,,) majorée par vy.

(¢) En déduire que tes suites (u,,) et (v,,) sont convergentes.



Correction :

(u,,) est croissante et majorée et (v,,) est décroissante et minorée, donc par
théoreme, (u,,) converge vers £ et (u,,) converge vers ¢’

3. Montrer que la suite (¢,,) définie par ¢,, = 3u,, + 10v,, est constante.
En déduire la limite commune des suites (u,,) et (v,,).

Correction :
Pour tout n € N :

u, + 2v u,, + 4v
n n 10 n n
3 * )
_ 15u, + 30v,, + 30u,, + 120v

15
_ 45u, + 150v,,

15
= Ju,, + 10v,,

:tn

tn—O—l =3

n

(t,,) est donc stationnaire et pour tout n € N, on a ¢, = 3uy + 10y, = 23.

On a alors d’une part lirll t,, = 23 et d’autre part lir+n t, =30+ 10¢
n——+oo n——+oo
23

Mais ¢ = /', donc 130 = 23 et { = 13"

@ (1 point) Soit (u,,) une suite satisfaisant pour tout n € N :
Uy q +nu, =3

Montrer que si (u,,) converge, alors sa limite est nulle.

Correction :
u

Soit ¢ la limite de (u,,). On a pour n € N*, nTH +u, = =

3 u
donc u, = = — 4L,

n n

U
Et lim —=0,et lim wu,, ; =¥/, donc par quotient lim —+L — 0 (par opérations
n—+oo n n—-+oo n—+oo n

sur les limites).

Alors par somme lim w, = 0.
n—-+o00



