Tale 20 décembre 2023
9.7 AN°5 : Ln et compagnie (2h)

(11 points)

Soit f la fonction définie sur Uintervalle ]0 ; +oo[ par

Jf(x) =xIn(x) +1

On note Cy sa courbe représentative dans un repere du plan.

1. Déterminer la limite de la fonction f en O ainsi que sa limite en +oo.

2. a) On admet que f est dérivable sur ]J0 ; +oo[ et on notera f’ sa fonction dérivée.
Montrer que pour tout réel x strictement positif :

f(x) =1+ In(x).

b) En déduire le tableau de variation de la fonction f sur JO ; +oo[. On y fera figurer la valeur exacte
de Uextremum de f sur |0 ; +oo[ et les limites.

c) Justifier que pour tout x €]0 ; 1[, f(x) €]0 ; 1[.

3. a) Déterminer une équation de la tangente (T) a la courbe Cy au point d’abscisse 1.
b) Etudier la convexité de la fonction f sur 10 ; +ool.
¢) En déduire que pour tout réel x strictement positif :

f(x)=x

4. On définit la suite (u,) par son premier terme ug élément de lintervalle ]0; 1[ et pour tout entier naturel
n:

Uns1 = f (up)

a) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, on a : 0 < u, < 1.
b) Déduire de la question 3. c. la croissance de la suite (uy).
¢) En déduire que la suite (u,) converge vers une limite qui satisfait f(£) = €.

d) On pose ¢ la fonction définie pour x > 0 par ¢(x) = f(x) — x. Apres une étude de la fonction ¢,
dresser son tableau de variation (on ne demande pas les limites).

e) En déduire la valeur de ¢.

(9 points) Soit k un réel strictement positif.
Le but de cet exercice est de déterminer le nombre de solutions de l’équation de parametre k.

In(x) = kx

1. Conjectures graphiques :

On a représenté, ci-dessous, dans un repere orthogonal, la courbe %j,d’équation y = In(x), la droite
d’équation y = x ainsi que la droite d’équation y = 0,2x :
On notera Ay la droite d’équation y = kx.



y=0,2x

9 1 y=Inx

. . . . .

O % % 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 e
Y /1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
-1

A partir du graphique ci-dessus, conjecturer le nombre de solutions de l'équation In(x) = kx pour k =1
puis pour k = 0,2, Pouvez-vous donner une évaluation de k lorsque la droite Ay est tangente & %, ?
. Etude du cas k=1:

On considere la fonction f, définie et dérivable sur ]0 ; +ool, par :
f(x) =1In(x) — x.

a) Calculer la fonction dérivée f’ de f et étudier le sens de variation de la fonction f sur ]0 ; +ool.
Dresser le tableau des variations de la fonction f en y faisant figurer la valeur exacte des extremums
sil y en a.

Les limites aux bornes de lintervalle de définition ne sont pas attendues.

b) En déduire le nombre de solutions de l’équation In(x) = x.

. Etude du cas général :
k est un nombre réel strictement positif.
On considere la fonction g définie sur ]0 ; +oo[ par :

g(x) = In(x) — kx.

a) Montrer que le tableau des variations de la fonction g est le suivant :

x |0 % +00
s | st~

1
b) Donner, en fonction du signe de g(%) le nombre de solutions de U'équation g(x) = 0.

1
c) Calculer g(%) en fonction du réel k.
1 Lo X =
d) Montrer que g % > 0 équivaut & k <e .

e) Déterminer selon les valeurs de k le nombre de solution de ’équation In(x) = kx.

III%) Comparer sans calculatrice les nombres e” et 7°.



