
Classe de TaleS 5 février 2014

Devoir Mathématiques N
o 10 (2h)

1 Les deux questions de cet exercice sont indépendantes.

1. On considère la suite (un) définie par :

u0 = 1 et, pour tout nombre entier naturel n, un+1 =
1

3
un + 4.

On pose, pour tout nombre entier naturel n, vn = un − 6.

a) Pour tout nombre entier naturel n, calculer vn+1 en fonction de vn. Quelle est la nature de la suite (vn) ?

b) Démontrer que pour tout nombre entier naturel n,un = −5

(

1

3

)n

+ 6.

c) Étudier la convergence de la suite (un).

2. On considère la suite (wn) dont les termes vérifient, pour tout nombre entier n > 1 :

nwn = (n+ 1)wn−1 + 1 et w0 = 1.

Le tableau suivant donne les dix premiers termes de cette suite.

w0 w1 w2 w3 w4 w5 w6 w7 w8 w9

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19

a) Détailler le calcul permettant d’obtenir w10.

b) Dans cette question toute trace de recherche, même incomplète, ou d’initiative même non fructueuse, sera prise

en compte dans l’évaluation.

Donner la nature de la suite (wn). Calculer w2 009.

2 L’objet de cet exercice est d’étudier la suite (un) définie sur N par

u0 = 3 et pour tout entier naturel n, un+1 =
1

2

(

un +
7

un

)

(⋆)

On pourra utiliser sans démonstration le fait que pour tout entier naturel n, un > 0.

1. On désigne par f la fonction définie sur l’intervalle ]0 ; +∞[ par

f(x) =
1

2

(

x+
7

x

)

.

Démontrer que la fonction f admet un minimum.
En déduire que pour tout entier naturel n, un >

√
7.

2. a) Soit n un entier naturel quelconque.
Étudier le signe de un+1 − un.

b) Pourquoi peut-on en déduire que la suite (un) est convergente ?

c) On déduit de la relation (⋆) que la limite ℓ de cette suite est telle que ℓ =
1

2

(

ℓ +
7

ℓ

)

.

Déterminer ℓ.

3. Démontrer que pour tout entier naturel n, un+1 −
√
7 =

1

2

(

un −
√
7
)2

un

.

4. On définit la suite (dn) par :

d0 = 1 et pour tout entier naturel n, dn+1 =
1

2
d2
n
.

a) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n,

un −
√
7 6 dn.



b) Voici un algorithme :

Variables : n et p sont des entiers naturels
d est un réel.

Entrée : Demander à l’utilisateur la valeur de p.
Initialisations : Affecter à d la valeur 1.

Affecter à n la valeur 0
Traitement : Tant que d > 10−p.

Affecter à d la valeur 0,5d2

Affecter à n la valeur n+ 1.
Sortie : Afficher n.

En entrant la valeur 9, l’algorithme affiche le nombre 5.
Quelle inégalité peut-on en déduire pour d5 ?
Justifier que u5 est une valeur approchée de

√
7 à 10−9 près.

3 Soit (un) la suite définie par u0 = 5 et pour tout nombre entier naturel n, par un+1 =
4un − 1

un + 2
.

Si f est la fonction définie sur l’intervalle ]− 2 ; +∞[ par f(x) =
4x− 1

x+ 2
, alors on a, pour tout nombre entier naturel

n, un+1 = f (un).
On donne en annexe (à rendre avec la copie) une partie de la courbe représentative C de la fonction f ainsi que la
droite ∆ d’équation y = x.

1. a) Sur l’axe des abscisses, placer u0 puis construire u1, u2 et u3 en laissant apparents les traits de construction.

b) Quelles conjectures peut-on émettre sur le sens de variation et sur la convergence de la suite (un) ?

2. a) Démontrer par récurrence que, pour tout nombre entier naturel n, on a un − 1 > 0.

b) Dans cette question, toute trace de recherche, même incomplète, ou d’initiative même non fructueuse, sera prise

en compte dans l’évaluation.

Valider par une démonstration les conjectures émises à la question 1. b.

3. Dans cette question, on se propose d’étudier la suite (un) par une autre méthode, en déterminant une expression
de un en fonction de n.

Pour tout nombre entier naturel n, on pose vn =
1

un − 1
.

a) Démontrer que la suite (vn) est une suite arithmétique de raison
1

3
.

b) Pour tout nombre entier naturel n, exprimer vn puis un en fonction de n.

c) En déduire la limite de la suite (un).
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